
ولگشت زمان پیوسته
𝐶𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑜𝑢𝑠 𝑇𝑖𝑚𝑒 𝑅𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚𝑊𝑎𝑙𝑘

در دانشگاه الزهرا به ٬این اسلایدها براساس  بخش هایی از پروژه ی کارشناسی ارشد ارائه دهنده: توضیح
.راهنمایی دکتر امیر آقامحمدی تنظیم شده است

زهرا عیدی



حرکت براونی

𝑖𝑖 < 𝑥2 𝑡 > = 2𝐷𝑡

𝑖 𝑓 𝑥, 𝑡 =
1

4𝜋𝐷𝑡
exp(−

𝑥2

4𝐷𝑡
)

قضیه حد مرکزی 
(CLT)

𝑓 𝑥, 0 = lim
𝑡→0

𝑓 𝑥, 𝑡 = 𝛿(𝑥)

𝐵𝑟𝑜𝑤𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑀𝑜𝑡𝑖𝑜𝑛

𝜕

𝜕𝑡
𝑓 𝑥, 𝑡 = 𝒟

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑓(𝑥, 𝑡)
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پخش ناهنجار

< 𝑥2 𝑡 > ∝ 𝑡𝛾 𝑖𝑖 𝛾 = 1

𝑖زیر پخش 0 < 𝛾 < 1

پخش براونی

𝑖𝑖𝑖 𝛾 > 1 ابر پخش

< 𝑥2 𝑡 > → ∞ لوی پرواز

𝐴𝑛𝑜𝑚𝑎𝑙𝑜𝑢𝑠 𝐷𝑖𝑓𝑓𝑢𝑠𝑖𝑜𝑛
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طرح کلی

مفاهیم پایه•

توزیع لوی•

ولگشت زمان پیوسته  •

فهرست منابع•
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مفاهیم پایه



𝑓متغیر تصادفی ،  𝑥      تابع چگالی احتمال

𝑖 𝑓 𝑥 ≥ 0

𝑋

𝑖𝑖  
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 1
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تابع مشخصه

 𝑓(𝑘) =  
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑒𝑖𝑘𝑥 𝑑𝑥

 𝑓 𝑘 = < 𝑒𝑖𝑘𝑥 >=  

𝑛=0

∞
(𝑖𝑘)𝑛

𝑛!
< 𝑥𝑛 >

𝐶ℎ𝑎𝑟𝑎𝑐𝑡𝑒𝑟𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛

7

گشتاور

< 𝑥𝑛 >=  
−∞

∞

𝑑𝑥 𝑥𝑛𝑓 𝑥

𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢𝑚



پیچش

𝑓 ∗ 𝑔 𝑥 =  
−∞

∞

𝑓 𝑥 − 𝑦 𝑔 𝑦 𝑑𝑦

𝐶𝑜𝑛𝑣𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛
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قضیه پیچش

 𝑓 ∗ 𝑔 𝑘 =  𝑓(𝑘)  𝑔(𝑘)



مجموع متغیرهای تصادفی

𝑋2, 𝑋1 متغیرهای تصادفی مستقل و𝑌 = 𝑋1 + 𝑋2

𝑓 𝑦 =  
−∞

∞

𝑓1 𝑥 𝑓2 𝑦 − 𝑥 𝑑𝑥

 𝑓 𝑘 =  𝑓1(𝑘)  𝑓2(𝑘)
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𝑌 = 𝑋1 + 𝑋2+ ⋯ +𝑋𝑛

𝑓 𝑦 = 𝑓𝑛 ∗ 𝑓𝑛−1 ∗ ⋯∗ 𝑓1

𝑋𝑖 𝑖=1
𝑛  متغیرهای تصادفی مستقل

 𝑓 𝑘 =  

𝑖=1

𝑛

 𝑓𝑖 (𝑘)

 𝑓 𝑘 = (  𝑓1 𝑘 )𝑛

𝑋𝑖 𝑖=1
𝑛

مستقل و هم توزیع 
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(𝐶𝐿𝑇)قضیه حد مرکزی

متغیرهای تصادفی مستقل و هم توزیع و متقارن با وردایی  𝑋𝑖 𝑖=1
𝑛

𝑌𝑁 =
𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑁

𝑁

lim
𝑁→∞

𝑓𝑌 𝑦,𝑁 = 𝑓𝑌 𝑦 =
1

2𝜋𝜎2
𝑒
−

𝑦2

2𝜎2

𝜎2
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توزیع لوی
𝐿é𝑣𝑦 Distribution



𝑃𝑎𝑢𝑙 𝐿é𝑣𝑦
(1886 -1971)

خانواده توزیع های پایا

𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛 = 𝐶𝑛𝑋
𝑑

𝐶𝑛 = 𝑛1/𝛼 0 < 𝛼 ≤ 2

𝛼 = 2 → 𝐶𝑛 = 𝑛

توزیع گاوسی  : جواب بدیهی 
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 𝑓𝛼,𝛽 𝑘 = 𝑒𝑥𝑝 − 𝑘 𝛼 1 + 𝛽𝑠𝑔𝑛 𝑘 𝜔(𝑘, 𝛼)

𝜔 𝑘, 𝛼 =
tan

𝜋

2
𝛼 0 < 𝛼 < 2

2

𝜋
ln 𝑘 𝛼 = 1

, 𝛼 ≠ 1

0 < 𝛼 ≤ (شاخص پایایی ) لویشاخص 2

−1 ≤ 𝛽 ≤ (عدم تقارن) چولگیشاخص 1
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𝑓2,0 𝑥 =
1

4𝜋
exp(−

𝑥2

4
)

𝑓1,0 𝑥 =
1

𝜋(1 + 𝑥2)

𝑓1/2,1 𝑥 =  

1

2𝜋
𝑥−3/2 exp −

1

2𝑥
𝑥 ≥ 0

0 𝑥 < 0

در فضای مختصات  𝑓𝛼,𝛽(𝑥)

(𝑖) (  گاوسی ) توزیع نرمال

(𝑖𝑖) (  لرنز ) توزیع کوشی

(𝑖𝑖𝑖) سمیرنف-توزیع لوی
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چند ویژگی 

𝛽 = 0•  𝑓 𝑘 = 𝑒− 𝑘 𝛼

•  𝑓𝛼,1 𝑠 =  0
∞
𝑒−𝑠𝑥𝑓𝛼,1 𝑥 𝑑𝑥

𝛽 = 1, 0 < 𝛼 < 1
= 𝑒−𝑠

𝛼
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• 𝑥 → ∞ ∶ 𝑓𝛼 𝑥 ∝
1

𝑥 𝛼+1

• < 𝑥2 > → ∞



(𝐺𝐶𝐿𝑇)قضیه حد مرکزی تعمیم یافته 

مجموع مقیاس شده متغیرهای تصادفی مستقل و

.هم توزیع به توزیع پایا همگراست 

حد مرکزی قضیه : خاصحالت

17



هولگشت زمان پیوست

𝐶𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑜𝑢𝑠 𝑇𝑖𝑚𝑒 𝑅𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚𝑊𝑎𝑙𝑘



هزمان گسستولگشت

𝑋 = 𝑋1+𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑁

𝑡 = 𝑁𝜏

𝜏 :ها مستقل اندفاصله زمانی ای که گام

ی گامشمارنده
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R. Metzler, J. Klafter; THE RANDOMWALK GUIDE TO ANOMALOUS DIFFUSION:
A FRACTIONAL DYNAMICS APPROACH, Physics Reports 339− 2000

𝑇𝑖 , 𝑋𝑖مستقل
𝜑 𝑥, 𝑡 =  

𝑓(𝑥)𝜓(𝑡)

𝑓(𝑥)𝜌(  𝑥 𝑡) 𝑇𝑖 , 𝑋𝑖وابسته

𝑇𝑖 𝜖 ℝ+ , 𝑋𝑖 𝜖 ℝ (𝑋𝑖 , 𝑇𝑖) 𝑖=1
𝑛 متغیرهای تصادفی مستقل  و

𝝋 𝒙, 𝒕 ∶ توزیع هر زوجچگالی
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تعداد گام ها  𝑁𝑡 = max 𝑛  𝑖=1
𝑛 𝑇𝑖 ≤ 𝑡

𝑿 𝒕 = 𝑿𝟏 + 𝑿𝟐 +⋯+ 𝑿𝑵𝒕

: 𝑋(𝑡) 𝑡≥0ولگشت زمان پیوسته فرآیند

چگالی طول گام

چگالی زمان انتظار

𝒇 𝒙 =  
𝟎

∞

𝒅𝒕 𝝋 𝒙, 𝒕

𝝍 𝒕 =  
−∞

∞

𝒅𝒙 𝝋 𝒙, 𝒕
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𝑋(𝑡)پیدا کردن چگالی احتمال : هدف 

𝑓 𝑥, 𝑡 =  

𝑛=0

∞

𝑃 𝑁, 𝑡 𝑓𝑛(𝑥)

𝑃 𝑁, 𝑡0ه چگالی احتمال تعداد گامهای برداشته شده در باز, 𝑡

𝑓𝑛(𝑥)مکان ذره در ولگشت زمان گسسته

ویس-منترل 

  𝑓 𝑘, 𝑠 =
1 −  𝜓 𝑠

𝑠

1

1 −  𝜓 𝑠  𝑓 𝑘

𝑓 𝑥, 𝑡 =
1

2𝜋

1

2𝜋𝑖
 
𝑐−𝑖∞

𝑐+𝑖∞

𝑑𝑠 
−∞

∞

𝑑𝑘 𝑒𝑠𝑡−𝑖𝑘𝑠   𝑓 𝑘, 𝑠

𝑴𝒐𝒏𝒕𝒓𝒐𝒍 −𝑾𝒆𝒊𝒔𝒔

ℱ ℒ

𝑓 𝑥, 𝑡 : 
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>پخش براونی 𝑋𝑖
2 >,< 𝑇𝑖 >< ∞

𝜓 𝑡 =
1

𝜏
𝑒−

𝑡
𝜏 →  𝜓 𝑠 =

1

𝑠𝜏 + 1

𝑓 𝑥 =
1

4𝜋𝜎2
𝑒
−

𝑥2

4𝜎2

 𝜓 𝑠 = 1 − sτ + 𝑂(𝜏2)

→  𝑓 𝑘 = 𝑒− 𝜎2𝑘2

𝑘 → 0 :
 𝑓 𝑘 = 1 − 𝜎2𝑘2 + 𝑂(𝑘4)

  𝑓 𝑘, 𝑠 =
1

𝑠 +
𝜎2

𝜏
𝑘2

𝑠 → 0 ∶
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𝑠   𝑓 𝑘, 𝑠 − 1 = −𝐷𝑘2   𝑓 𝑘, 𝑠 , 𝐷 ∶=
𝜎2

𝜏

𝜕

𝜕𝑡
𝑓 𝑥, 𝑡 = 𝐷

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑓(𝑥, 𝑡)

:یادآوری 
ℒ

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝑠ℒ 𝜓 − 𝜓(0)

ℱ
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑓(𝑥) = −𝑖𝑘 2𝑓(𝑥)

معادله پخش کلاسیک
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چند نکته

(𝑖)

(𝑖𝑖)

(𝑖𝑖𝑖)

پخش براونی

< 𝑁 𝑡 > =
𝑡

𝜏

< 𝑋2 𝑡 > = 2𝐷𝑡

< 𝑋𝑖
2 >,< 𝑇𝑖 >< ∞
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استراحت های طولانی ، زیرپخش

گاوسی

دم پهن

𝑓 𝑥 =
1

4𝜋𝜎2
𝑒
−

𝑥2

4𝜎2
 𝑓 𝑘 = 1 − 𝜎2𝑘2

𝜓 𝑡 ∝
𝜏0
𝑡

1+𝛽 0 < 𝛽 < 1

 𝜓 𝑠 = 1 − (𝜏0𝑠)
𝛽

𝐷𝛽 ∶=
𝜎2

𝜏0
𝛽
,   𝑓 𝑘, 𝑠 =

1
𝑠

1 + 𝐷𝛽𝑆
−𝛽𝑘2

< 𝑋𝑖
2 >< ∞ ,< 𝑇𝑖 >→ ∞
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 𝑓 𝑘, 𝑡 = 𝐸𝛽(−𝐷𝛽𝑘
2𝑡𝛽)

: 𝐸𝛽

𝐸𝛽 𝑧 ∶=  

𝑛=0

∞
𝑧𝑛

Γ(1 + 𝛽𝑛)

(𝑖)  𝑓 𝑘, 𝑡 = exp −𝐷𝛽𝑘
2𝑡 , 𝛽 → 1

(𝑖𝑖) < 𝑋2 𝑡 > =
2𝐷𝛽𝑡𝛽

Γ(1 + 𝛽)
, 0 < 𝛽 < 1

𝑀𝑖𝑡𝑡𝑎𝑔𝑒 − 𝐿𝑒𝑓𝑓𝑙𝑒𝑟 تابع
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گام های بلند ، پرواز لوی

توزیع پواسون

𝑓 𝑥

𝜓 𝑡

توزیع لوی

 𝜓 𝑠 = 1 − sτ

  𝑓 𝑘, 𝑠 =
1

𝑠 + 𝐷𝛼 𝑘 𝛼

𝐷𝛼 ∶=
𝜎𝛼

𝜏

 𝑓 𝑘 = 1 − 𝜎𝛼 𝑘 𝛼

< 𝑋𝑖
2 >→ ∞ ,< 𝑇𝑖 >< ∞
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𝜕

𝜕𝑡
 𝑓 𝑘, 𝑡 = −𝐷𝛼 𝑘 𝛼  𝑓 𝑘, 𝑡

𝑠   𝑓 𝑘, 𝑠 − 1 = −𝐷𝛼 𝑘 𝛼   𝑓 𝑘, 𝑠

ℒ−1

ℱ−1

? ℱ ?𝑓 = − 𝑘 𝛼  𝑓 𝑘
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31

چند نکته

• < 𝑋2 𝑡 > → ∞

• 𝛼 → 2  𝑓 𝑘, 𝑡 = exp −𝐷𝛼𝑘2𝑡

• 𝑥 → ∞ 𝑓 𝑥, 𝑡 ~
𝐷𝛼𝑡

𝑥 𝛼+1
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مدل مناسب برای ابر پخش ذره ی جرم دار: گشت لوی 

𝜑 𝑥, 𝑡 =
1

2
𝛿( 𝑥 − 𝑣𝑡)𝜓(𝑡)

𝑥 > 𝑣𝑡 𝑓 𝑥, 𝑡 = 0 < 𝑋2 𝑡 > < ∞

R. Metzler, J. Klafter; THE RANDOMWALK GUIDE TO ANOMALOUS DIFFUSION:
A FRACTIONAL DYNAMICS APPROACH, Physics Reports 339− 200032



رقابت میان گام های بزرگ و استراحت های طولانی 

  𝑓 𝑘, 𝑠 =
1

𝑠𝛽 + 𝐷𝛼
𝛽

𝑘 𝛼
𝐷𝛼
𝛽
∶=

𝜎𝛼

𝜏𝛽

< 𝑋2 𝑡 > → ∞

 𝑓 𝑘, 𝑡 = 𝐸𝛼 −𝐷𝛼
𝛽
𝑘 𝛼𝑡𝛽

مستقل (𝑋𝑖 , 𝑇𝑖)

مدل مناسبی برای

.ابر پخش  نیست 

< 𝑋𝑖
2 >,< 𝑇𝑖 > → ∞
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